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Resumen
Se establecen las condiciones, para un satélite alrededor de un
planeta en rotación alrededor de su eje de inercia de mayor mo-
inento, bajo las que puede aparecer, en un sistema de referencia fijo
en el planeta, dos posiciones de equilibrio con exponentes carac-
terísticos imaginarios puros. En este caso, despu& de la apropiada
normalización mediante una transformación de Lic, efectuada de
forma mecánica con un procesador algebraico simbólico, se aplica
el teorema de Arnold sobre formas cuadráticas no definidas. Se
concluye que los equilibrios son estables en el sentido de Liapunov.
Las condiciones de estabilidad se verifican en el caso de la Tierra.
Abstract.
For a satellite about an oblate planet in rotation about its axis
of greatest inertia, conditions are given under which there may
appear, in a frame fixed in the planet, two positions of equilib-
ría with characteristic exponents that are purely imaginary. In
which case, after appropriate nonnalization by Lic transformation
executed mechanically through a symbolic algebraic processor, the
theorem of Amold about non definite quadratie forms is applied.
It is concluded that the equilibria are stable in the sense of Lia-
punov. The conditions for stability are verified in the case of tbe
earth.
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1 Introducción
Consideramos un satéhite bajo ha acción del potencial gravitatorio de la
Tierra, con zonales y teserales hasta grado y orden 2. Con este modelo
de potenciah estarnos teniendo en cuenta ha parte más significativa del
potencial terrestre, en relación con satélites estacionarios. Con respecto
a un sistema de referencia solidario al planeta, es bien conocido que exis-
ten cuatro posiciones de equilibrio en las cuales el satélite es estacionario.
Estas posiciones se encuentran en los semiejes de la sección ecuatorial
del elipsoide de inercia; dos de ellas son equilibrios hinealmente estables,
mientras que las otras son inestables (ver Blitzer et al. [2], Musen y
Bailie [12] o Morando [11]).
Mediante un teorema de Arnold [1], demostraremos que los equi-
librios lineahmente estables son también estables en el sentido de Lia-
punov. Esto implica la existencia de un tonel en el espacio fásico que
aisla eh equilibrio; la órbita de cualquier punto dentro del tonel per-
manece en él, y la órbita de cuahquier punto fuera del tonel nunca llega
a penetrar en él.
Para cada equilibrio efectuamos una traslación deh origen del es-
pacio fásico ah equilibrio, tomando como variables las variaciones C =
q, ~, í!) alrededor deh equihibrio. El Harnihtoniano, que describe eh




de potencias de ¿, u~, y í!; los términos 11,, son polinomios homogéneos
de grado st en has variaciones. Existe una transformación completamente
canónica (¿,s7,B,H) —* (~,~,4’,’I’) que reduce fl2 a la forma
dependiente sólo de los momentos. Los símbolos wí Y w2 son números
reales estrictamente positivos. Por medio de una transformación de Lie,
podemos extender la normalización hasta órdenes superiores (Deprit [4]).
El resultado será un Hamiltoniano de ha forma
71= >3 ~ (1)
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cuyos términos 212k son polinomios homogéneos de grado k en 4> y ‘1>’,
mientras que p(2n+1) es un desarrollo en serie de grado 2si + 1, como
mínimo. Dada la forma de 112, la linealización en el origen de las ecua-
ciones canónicas deducidas de 1-1 produce dos osciladores amónicos de
frecuencias w~ y ~>2•
En el caso de la Tierra, U2 es una forma no definida. Por esta
razón la estabilidad orbital no puede determinarse por el teorema de
Liapunov. Pero, sin embargo, el teorema de Arnold puede aphicarse para
determinar la estabilidad de los equilibrios. Una situación similar sucede
con las posiciones triangulares de equilibrio del problema restringido de
tres cuerpos. ABS, la forma cuadrática en el equilibrio es también no
definida, pero Deprit y Deprit-Bartholomé [6] han usado el teorema
de Arnold para establecer la estabilidad de los equilibrios. Nosotros
seguimos la misma línea de argLnnentación.
El teorema de Arnold dice que el equilibrio es estable cuando un
determinante D
4, deducido apartir de it4, es distinto de cero. En caso de
que sea nulo, el teorema en sí mismo no determina la estabilidad. Meyer
y Schmidt [10] completaron eh teorema y probaron que el equilibrio es
estable si existe algún k (2 < k < si) tal que no se anula la cantidad
= 112k(w2,w1), obtenida haciendo 4> = w2 y 4~ = w1.
La aplicación del teorema de Arnoid está restringida a sistemas de
dos grados de libertad. En sistemas de más de dos grados pueden pro-
ducirse fenómenos de difusión a través del tonel. Por esta razón nos
hemos centrado en el estudio de órbitas ecuatoriales.
Hemos tratado el problema analíticamente, no numéricamente, tras-
ladando el razonamiento matemático a un lenguaje de programacion
científica. La traducción es posible mediante un sistema de software
simbólico. En el apéndice presentamos un ejemplo del software em-
pleado. Aplicamos nuestros programas a la Tierra, pero nos hemos ase-
gurado de que son aplicables a otros planetas.
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2 Equilibrios
Desarrollamos el potencial Y del planeta en la serie de armónicos
esféricos
v —~ L±~(~) >3 (CntncosmA+SnmsenvnA)Pnln(sen/3)1
=1 0<m<n
siendo s el producto de la masa de la Tierra por la constante de gravi-
tación universal, e el radio ecuatorial del planeta y ~nm has funciones
asociadas de Legendre. Las coordenadas esféricas r, /3 y A supénen que
se ha adoptado un sistema de referencia ortonormal B = (b1, b2, ha),
solidario ah planeta; en este sistema, /3 es la latitud contada desde el
plano engendrado por b1 y b2; la longitud A se mide en este plano a
partir de b1.
Habitualmente se usa el sistema de referencia geográfico en el que el
origen es el centro de masas, h3 es el eje de rotación y el plano engendrado
por b1 y b3 es el plano meridiano que pasa por un punto arbitrariamente
seleccionado (Greenwich en el caso de la Tierra). Por coincidir el. origen
con el centro de masas, los coeficientes C~, Cii y ~11 de Y son nulos. La
Geodinámica ha determinado modelos de potencial con diversos valores
para C,,m y S,,,n. Nosotros usaremos los coeficientes del World Geodetic
System publicado en 1984 (WGS-84).
En este. artículo hemos adoptado un sistema de referencia diferente
del geográfico, pero con el mismo origen. Es eh definido por la base
ortonormal B’ = (*4, b~, b’3) en la dirección de los ejes principales de
inercia del planeta, con bS sobre el eje de momento de inercia mayor ~
con *4 sobre el de momento menor. En adelante, para mayor sencillez
en la notación, eliminaremos los apóstrofes de los b~. En el sistema B,
el potencial es de la forma
y = —$ Ii +~ (~§0~m<n (r,,mcosmA+ AtitnsenvnA)Prnn(senfij
Los productos de inercia en R son nulos, por tanto F21 = A2í = = O
(y
6, por ejemplo, Heiskanen y Moritz [7~). No tendremos en cuenta la
Estabilidad orbital de satélites estacionarios 315
diferencia muy pequeña que existe entre b3 y el eje de rotación; esto
significa que tendremos
r~~c20 ~ r22~ 4+s~. (2)
Para el análisis que sigae, es importante notar que F20 es =O para un
planeta en rotación alrededor del eje principal de mayor momento.
Consideramos el caso de un satélite en el campo del poteúcial Y. Sea
x su vector de posición; puesto que suponemos el satélite en el plano
ecuatorial, z se descompone en la suma
x= xb1 +yb~.
La velocidad del satélite en el sistema B es i~ bí + ñ b2. Pero el sistema
B se mueve con relación a un sistema inercial con la velocidad angular
w = w ha, la cual consideraremos constante. El período 2 2r/w es igual
a un “día” sidéreo para el planeta. Así, la velocidad del satélite con
relación al sistema inercial es
tr=ibí+ñb2+wxz.
Entonces, para un satéllte ecuatorial la Lagrangiana es la función
Eh momento X se define a partir de /2 por la relación X = OC/Ot.
En consecuencia
X = Qe —wy)bí + (ñ+wzñb2.
Denotamos X = — w y e Y ~ + w it. Por medio de la transformación





Todos los términos de grado 3 y superior se omitirán en (3). Con
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- 811 it (ffi2 (5)
Ox r tr2
al-i <~2 Fil x2—”2’~1~
Y = —~ — —wX — ~ ~t1~3~Wvr~~r22k2±sr2)jt
Si r
22 = 0, todos los puntos del círculo it
2 + y2 = r?, en el que el
radio r
1 es la solución de la ecuación
y
5— rgr2 + = o,
son equilibrios. (La distancia ro es tal que w2rg = p.) Pero, si F
22 # 0,
todos estos equilibrios desaparecen salvo cuatro puntos. En efecto, en
este caso, hay dos, y sólo dos, posibilidades de anulación de las ecua-
ciones (5); éstas son it = O e y = 0.
Cuando y = O (La, r = it) debe ser X = O eV = wx para que se
anulen i e ñ• Esto implica también la anulación de Y. La ecuación para




0r —r0@ qz=O, (6)
da la distancia entre el centro del planeta y el equilibrio. El parámetro
si es la función
= 4(6r~ —
Este parámetro es positivo; por tanto, de acuerdo con el teroema de
Descartes, la ecuación (6) tiene una, y sólo una, raíz positiva, r1.
Por ser la ecuación (6) de quinto grado la solución no puede ex-
presarse en términos simbólicos como una fórmula exacta. Por tanto
buscaremos una aproximación. Para ~í = 0, la raíz r1 es igual a
y la derivada de P con respecto a ~í no es cero; entonces, de acuerdo
con eh Teorema de la Función Implícita, la raíz ~i, que emana de ro,
puede desanollarse en serie de potencias de e~. Usando el método ge-
neral propuesto por Deprit et al. [5] para resolver ecuaciones implícitas,
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encontramos que ha expresión es
1 ~ 2604 (e)~ +O(s2).
Designamos estos equilibrios como los puntos en el espacio fásico
E1 = (rí,0,0,wri), y Es = (—rí,0,0,—wri). (7)
Por otro hado, los equilibrios sobre el eje y se obtienen deforma
similar. Conxzrr0 (te., r=y) debeserX = —wyeY=Oparaquese
anulen á e ~. La ecuación Y = O se reduce a
5 32 3ffi252=0, (8)r —r0r —r0
donde £2 es aquí el parámetro adimensional
£2 = —~}r20 + 6r~).
Al igual que con los equilibrios E1 y E~, para £2 > O existe una, .y
sólo una, raíz real ~ > ro > 0, que podemos aproximar mediante el
desarrollo
2’’ 4 6
T2 í/e\12,ex 44~ fe\ 2604 ‘ffi
=l+SE21382\j} +~jE2 ~7) —~¡~£2 y—> +O(e~). (9)
Designamos estos equilibrios como los puntos en el espacio fásico
E2 = (0, r2, —wr2, 0), y E4 = (0, —rs, wr~, 0). (10)
Debemos observar, sin embargo, que £2 puede ser < 0, es decir,
cuando U22 es > — ~I’2o. En este caso, de acuerdo con el teorema de
Descartes, la ecuación (8) tiene O ó 2 raíces positivas. Estas situaciones
han sido discutidas por Howard [8].No las contemplamos aquí, porque
ellas no ocurren para la Tierra
3 Estabilidad lineal
Por razones de simetría es suficiente estudiar los equilibrios E1 y E2 en
los ejes positivos. La estabilidad lineal en un equilibrio se deduce del
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sistema diferencial linealízado, planteando las ecuaciones variacionales
en has proximidades de los equilibrios. Para ello efectuamos dos trans-
formaciones completamente canónicas de las variables (it, y, X, Y) a las
= (¿~, r¡~, ~j, H1), i = 1 6 2, definidas por las ecuaciones
x=ql+rn X=Hi, y=—Cí, Yztwrí—z.1
para E~, y
it=¿2, X=~2—wr2, y=q2+r2, Y=H2,
para £2. Los ejes i~ así definidos van en la dirección radial, mientras que
los ¿ van según la tangente, formando un sistema directo (ver Figura 1).
Los Hamiltonianos transformados son respectivamente
111<~~— ~,22 1(2 H
2) — w(¿
1H¿ — ?flBj) —
2 r~ + ~ +
~2 [!rn~....i....ly3l½/~t
2 r~1 ‘1
22 ¡o’ ’ ¡ .Pi J
con la distancia ah nuevo origen de coordenas definida por
p
Desarrollando las potencias inversas de Pi en series de potencias de ¿~
y ni, podemos escalar los Hamiltonianos según el grado p + q de los
productos ¿ff4, con lo que los




El ordén cero es el valor del Hamiltoniano (4) en el equilibrio;
entonces, es una constante, que podemos omitir en 11<>. Además, ~4’)
es cero, por tratarse del desarrollo alrededor del equilibrio. El término
(1)
es una forma cuadrática en las variaciones ¿í, ,~j, E~ y H¿, y, para
~ > ~, itÑ~ es un polinomio homogéneo de grado si en ¿~ y ~ií.
La parte lineal del sistema diferencial se deduce del término ~4)•La
(i>
expresión de 74 es
= . + H1
2) —w(EíHi — ~ +12 2 2





Figura 1: Equilibrios y ejes de los sistemas variacionales. La línea OC
va en la dirección del meridiano de Greenwich.
con los parámetros estructurales
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Los valores propios de A1 son las raíces de la ecuación característica
det(AI — A1) — A4 + w2(ai + /3~ + 2)A2 + w4(1 — al)(l — fl¿) = 0,
y son de la forma +iwtí,+iwt2, con
= ~ ~+ /31 + 2 + ~/(aí— fr)2 + 8% + /3d)~ (13)
= ~i(a. + fr +2 — fiaí — fr)2 +8% + ~~~~
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Los equilibrios son linealinente estables si los valores propios son ima-
ginarios puros, es decir, si has cantidades w1,1 y w112 son estrictamente
positivas. Estas condiciones se verifican en el plano (a~, /3~) en la región
(1) donde aj, /3j > 1, y en la región (II) donde —3 < aj,/3j < 1, 0 c
(ae — /3)2 + 8(ai + /34.
Para el equilibrio E
1 el punto (al, /3i) se encuentra fuera de las re-
giones (1) y (II). En efecto, al es > 1 y /3’ es c 1, por ser U22 > O y
r1 > r~. Por tanto, para éualquier planeta que rote alrededor de su eje
de mayor momento de inercia, el equilibrio E1 y su simétrico Ea son
inestables.
Para los equilibrios E2 y E4 el estudio de la estabilidad lineal no es
tan sencillo como en el caso precedente. Evidentemente, el punto (a2, $2)
se encuentra en el cuadrante a2, /3~ < 1. Entonces, para determinar
cuando el punto se encuentra en la región (II), es suficiente sustituir los
parámetros a2 y /32 en la ecuación de la parábola (a2 — /32)2 + 8(a2 +
/32) = O entre los puntos (—3,1) y (1, —3). En la práctica, la sustitución
supone una cierta complejidad. Después de haber introducido la fracción
= r2/rO, encontramos que las desigualdades
r2 < 4
1 (~)2(ío 31~ 12 t~(5q—2)), (14)
son la condición necesaria y suficiente para que el punto (a2, /32) esté
dentro de la región (II). Aparentemente (14) son condiciones para r~.
Pero, ~ depende de U20 y U22 a través de la ecuación de quinto grado
(8); por tanto (14) son, de hecho, condiciones para los coeficientes U20 y
U~. Estas son aplicables a cualquier planeta.
De acuerdo con has definiciones (2), los valores
U2o = —0.1082630 x 102 y U22 = 0. 1814964 >< i0~ (15)
para la Tierra verifican las condiciones (14). Por tanto, los equilibrios
E2 y E4 en el caso de la Tierra son linealmente estables.
Estabilidad orbital de satélites estacionarios 321
4 Estabilidad en el sentido de Liapunov
Para aplicar el teorema de Arnold al equilibrio £2, debemos normalizar
el Hamiltoniano 11(2) de (11).
La normalización podemos efectuaría en variables ángulo-acción rea-
les, pero es mas sencillo hacerla en variables complejas, puesto que aquí
tratamos con polinomios, mientras que con variables ángulo-acción debe-
mos tratar con funciones trigonométricas. En lo que signe eliminaremos
los subíndices y superíndices i, en el entendido de que nos referimos
exclusivamente al equilibrio E
2.
Como paso previo a la normalización del Hamiltoniano (11) debe-
mos efectuar una transformación canónica al espacio complejo w
(u, y, U, y), tal que la parte cuadrática fl2 adopte la forma normal com-
pleja
112=iw,uU+iw2vV. (16)
En las nuevas variables la matriz del sistema diferencial lineal de-
ducido de (16), esto es, la transformada de ha matriz A, debe ser diago-
nal con los valores propios +i ~ +ito2 en ha diagonal principaL Puesto
que A es hamiltoniana, es decir A = JATJ, (J = matriz estándard
simpléctica) y los cuatro valores propios son distintos, existe una trans-
formación completamente canónica a una base formada por vectores
propios, en la que matriz transformada de A es precisamente de esta
forma (Laub y Meyer [9]).
Procediendo como Deprit [31,encontramos que la transformación
buscada es la transformación lineal C Btu, cuya matriz asociada es
¡ ~a1 —1a2 01
¡ —b1 —ib1 —ib2
k i(aí< — bíwí) —1(02<4 — b2w2) a1w — bíwí 02<4 — b2w2 j¡ b1w — a~w~ 02<42 — —í(a~w~ — b w) —1(02<42 — b w)
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donde los coeficientes o~, a~, b1, b2 están definidos por las igualdades
2 <4~ +w
2(l —13) 2 _ w~+w2(1 —a
01 2w,(w?—w~) ti — 2w,(w?—w~)
w~+w2(l~/3) b2~<42+w(a)
02 = 2w2(w? — w~) ‘ 2w2(w~ — w~)
El Hamiltoniano resultante de esta transformación es de la forma
u = 1~t2 + 713 +
donde el término 11k es un polinomio homogéneo de grado k en u, U, y, V;
en particular 7~ es (16).
El paréntesis de Poisson de cualquier función F(u, y, U, y) con 7<2 es
{F; u
2} = ja,, (OF 8F’N. (OF OFN
\~ Bu — U5~1+íw2 v—--V———,, -8v 8V
Por tanto la derivada de Lie en el campo Hamiltoniano determinado por
es el operador
= it,,1 (u~— — u~—) + iú,2 (v~— — v~).
En el álgebra compleja A de polinomios en (u, y, U, y),
L0 (~munyPv~) — [icoi(n~ — st) + iw~ (>~ — q)] ¿nunyPv~;
en otras palabras, el monomio ~m~nyPyq es el vector propio de Lo
para el valor propio í w~ (m — st) + i ca2 (p — q). Además, en ausencia de
resonancias entre caí y <42, el núcleo de Lo en el álgebra .4 está generado
por los monomios (u U)m(V V)P.
De acuerdo con Deprit [4],la normalización de 7< puede extenderse
por medio de una transformación canónica (u, y, U, y) —.* (u’, y’, U~, y~)
cuyo efecto será transformar cada término
7k en un elemento 4 del
núcleo de Lo, es decir, en un polinomio en (u U)m y (y V)P solamente.
De aquí se seguirá, en particular, que, para todo k> 0, K2k±, será cero.
Una vez efectuada la normalización, aplicamos la transformacíon
completamente canónica de Poincaré
u’ = \‘~e14’, =
y’ = iVWeM’.Uf =— ix4et
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Tabla 1: Coeficientes de los polinomios M y P en 134 en función de <4i Y <42~
en ca~ y cas. Hemos excluido las resonancias entre ca~ y <42, por tanto, la
división por Q no representa ningún problema.
Para comprobar los cálculos, hemos calculado el elemento crítico 134
de otra forma, esta vez como una función racional en los parámetros
estructurales a y fi. Tediosas simplificaciones, ejecutadas también de
manera electrónica, condujeron a la fórmula
134 1(24(1 /3)2D) (2) (18)
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Tabla 2: Coeficientes del polinomio N en la expresión dé D4 en función de los
coeficientes estructurales a y /3.






con los coeficientes Am,.. que se expresan en la Tabla 2
Con los valores de r
20 y U22 de (15) y escogiendo las unidades de
longitud y tiempo de forma que sea
tanto si usamos (18) como (17) encontramos que 134 = 1.49991 para
la Tierra. En consecuencia, de acuerdo con el teorema de Arnold, los
equilibrios E2 y E4 son estables en el sentido de Liapunov.
El valor numérico de C20 es conocido con una gran exactitud, pero
no así el de C22. Por tanto habría que preguntarse en que entorno de
A0,0 = —578h6 Aí,o = 191232 A2,0 = 31175
A0,1 = 130032 Aí,í = 105514 A2,í = —92485
Ao,2 188207 Aí,2 = —60780 A2,2 = —195053
A0,3 = 88807 A1,3 = —93886 A2,3 = 7153
AOA = 15504 A1,4 = —18724 A2,4 = 5608
A0,5 = 346 A1,5 = —1956 Azs = 602
A0,6 = —532 A1,6 = 100
A07= —48
A3,0 —80454 A4,0 —74745 A5,0 = —55Ó4
Aa,í = —186420 A4,1 = 35711 A5,1 = 1168
A3,2 = 77946 A4,2 = —11452 A5,2 = —164
A3,3 = 1404 A4,3 = 986
A34= —1476






Figura 2: Valores de 134 en función de U
22, para el valor de U20 co-
rrespondiente a la Tierra. Las unidades de longitud y tiempo se han
escoúido de forma que es = 1 y ca = 1. La primera discóntinuidad
corresponde a la resonancia 2:1 y la segunda a la 1:1. A la derecha de
esta última los equilibrios E2 y £4 son inestables.
se mantiene la estabilidad. La respuesta a esta cuestión se da en la
Figura 2. Allí hemos dibujado 134 como una función de U22, para los
valores de,® y U20 correspondientes a la Tierra. Para el valor e
2 U
22 =
4.3862 x ió~~ (U22 = 0.192385) se anula 134, con lo que para asegurar
la estabilidad tendríamos que ir hasta el grado 6. El primer punto de
discontinuidad de la curva corresponde a la resonancia 2:1, mientras que
el segundo corresponde a la resonancia 1:1. Este último punto es el
limite de estabilidad lineal; a la derecha de él los valores propios tienen
parte real no nula. En el caso de resonancia 2:1 no es de aplicación el
teorema de Arnold, pues la normalización nos lleva a un Hamiltoníano
cuyos órdenes impares no son idénticamente nulos.
5 Conclusiones
El teorema de Arnold es una poderosa herramienta para decidir sobre
la estabilidad de un equilibrio en un sistema dinámico con sólo dos gra-
dos de libertad, cuando el Hamiltoniano en el equilibrio es una forma
cuadrática no definida. Hasta ahora, el teorema había tenido solamente
0 .002 0.01
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aplicación en astronomia, en los equilibrios triangulares del problema
restringido plano de tres cuerpos. Con este articulo, añadimos otra apli-
cacion.
Llegamos aconclusiones definitivas acerca de la estabilidad orbital de
satélites de comunicaciones de la Tierra. Sin embargo, en eldesarrollo de
la demostración, mantenemos todos los parámetros que intervienen en
el problema como símbolos y los manipulamos como símbolos, no como
numeros. Por esta razón, el desarrollo puede aplicarse a otros planetas.
Un desarrollo completamente simbólico no es una tarea para ser eje-
cutada a mano; es demasiado compleja. Por ello, hemos organizado los
cálculos como un conjunto deprogramas a ejecutar automáticamente por
ordenadores con un procesador científico de textos matemáticos, como
MATHEMATICA. En cierto sentido, podemos decir de verdad que hemos
automatizado la aplicación del teorema de Arnold.
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Apéndice
Programa para una normalización
Este programa en MATHEMATICA efectúa la normalización de un Hamil-
toniano perteneciente al álgebra de polinomios en variables complejas,
cuyo orden cero es de la forma (16).
« “SA?’”
BeginPackagef”TwoCenters”’, “Base’Debug”J;
semisimpleaperator usage = “semisimpleaperator [x, t., L, ci
tags onto dic symbol \“x\” tbe programs \“i\”, \“k\” and \“c\” to
calculate respectively the image. the kernel aud the coimage of a
function for the Lis derivative
image :usage = “image is symbol Qn which is tagged progranx to
compute image of a senil—simple operator.”;
kernel :usage = “kernel is symbol Qn whicb 18 tagged program to
compute kernel of a seal—simple operator)’;
cokernel :usage “cokernel is symbol Qn which is tagged program
to compute cokernel of a semi—simple operator.”;
toComplex :usage =
“tocomplex[<x, 1, onu, y, Y, omy}, <u, U, y, y>] —> rules
converting real Cartesian variables into complex Cartesian
variables.”;
toRcal: :usage = “toRealf{u. U. onu, u, V.omv}, {x. Xl] —> rules
converting complez Cartesian variables into real Cartesian
variables,”;
definemmage ::usage = “definemmage is the template for dic rules
del ining the image of a polynomial in dic Cartesian complex
variables.”;
delineKernel ::usage = “delineKernel 18 dic template 1or tus
rules defining the kernel of a polynomialA;
dcf,inecokerncl : :usage = “dcl inecokernel As the template for the
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rules dctining the cokernel of a polynornial iii thc Cartesian
conipler variables.”;
normalization :usage = “norinalization[op, pb] [ham, ordj makcs
a nornialization of the Hamiltonian \“ham\” until order \“ordV’.
\“hazn\” must be a list wMch clernents are the orden of thc
Hamiltonian - me Lic operator uscd in the nornialization As
\“op\”; \“kernel\”, \“image\” aix! \“cockerncl\” have to be





(* keywords = NamcsE”TwoCenters’*”]¿ *3
semiSimplcopcratorDcsymbol, L. L, ci
Do E
x 1: imageIr] ExpandEiDtI) k;
x 1: kernel[x) ExpandfkE#J] &;
x 1: cokenielEx) ExpandEcEtil] 1;
Attributes [xl = {Protected}]
tocomplex[{x., X.., omk, y, E, om2.}, {u, U_ y_ L}]
ThreadE(x, 1, y, Y> —> {Sqrt(2) (nomí + 1 U) 1 (2 onu),
Sqrt[2) (U + 1 onu u) 1 2,
Sqrt[21 (u om2 + 1 y) ¡ (2 om2),
Sqrt[2J (Y + 1 om2 u) /2>);
toaealE{u_ U_ onu_ y_ V, om2j, {x.. L, y, E>]
ThreadE{u. U, y, V} —> {Sqrt[2] Comí x — 1 1 3 ¡(2 omí),
Sqrt[21 CX — 1 onu ‘3 1 2,
SqrtE2J (om2 y — 1 Y 3 1(2 om2),
Sqrt[2] (Y — 1 on2 y) 1 2>];
(* Por tbe restriction of the senil simple operator
to the algebra of polynomials;
in complcx variables *3
delinelmage
Module E
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<x, y, m, n, p, q, a>,
(*1[xPlusJ Plus CC MapD*1. List CCX];
*1(x: y. *2~m.. *3n. *5’p. *6~q..]
*4 <ni — n) + 1 *7 (p — q)) x 1;
And CC Map[FreeQ[y, U] k, <*2, *3, *5, *6>];
*1(xj
#1[PowerExpand[x (*2 *3*6 *6Ya]] 1
PowerExpandlX*2 *3*5 *6Ya]í;




{x, y, ni, p>,
<*1[rylus] Plus CC MapEUl, List CC xl;
*lfyJ y 1;
And CC Map[FreeqEy, *1 a, <*2, *3, *5, *6>];
*lEx: y. #2~m. *3m.J x 1;
And CC HapEFreeqty, *1 a, <*2, *3, *5, *6>);
*1(1: y. #5p... #6~p..) x 1;
md CC MapfFreep[y, *i a, {*2, *3, *6, *6>];
#.lEx: y. *2~m. *3m.- *5p_ . *6~p .1 x 1;
And CC MapEFireeQ[y, *1 a, <*2, *3, *5, *6>);
*1(x: y.. #2ni. *3n. *5’p- *6~q.1 1 1;





{x, y, ni, E, p, q, a>,
(
#1(x.Plus] Plus CC Map[*1, List CC x];
#1(x: y. *2m. *3n. *5~p. *6~q .3 := 0 1;
((ni n) ka (p == q)) ka
And CC Map[FreeQ(y, *i a, <*2, *3, *5, *6>);
flUx: y. #2½. *3~n... *5p- #6~q....]
— Ix/ (*4Cm — n) + *7 (p — q)) 1;
((ni II (p q)) kt
And ~C Map[Freeq(y, *j a, <*2. *3, *6,
*i[xj := *1(PowerExpandEx (*2 *3*5 *6Ya)]
*6>];
1
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PowerExpand[(#2 1*3*5 #6Yal 1;





<(“Head: “, “ Length: ‘¾“ Depth: “, “ .Bytecount: “>,
Map (ToString,
ThroughECHead, Length, Depth, ByteCount}(x]J)>
1];
inttializeilam[f, h, o] asaigna the elements ‘f(EI)]’ of the
list ‘1’ to be the value of ‘bEl]>. until arder ‘o’
initializeliam(L., Ii..., 02
Inner E
(*1 = 1*2 )&,










h 1: hEijnteger, jitnteger
BlockE
bEl + 1, J — 1] +
Sum [
BinomialEl, k) pbEhEi — k, j — 171, gIk + 17171,
{k, O, 1fl711;
<(fi > 1) a)] bEl, fi =
liTilde EhSynibol] (ni : =
hTildeEh) (nl = ExpandEhtO, nl]; (* — pb(ham(O, 0], gen(n]J ‘O
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hamEj, ord — 1 — ji =
hamEj, ord — 1 — ji + imageEop) EgenEord—1IJ,
<j, 1, ord — 2>];
harnEO, II = kernelEop) EhTlldetham) (1]];
Print EStringJoinfY’order “, ToStringUl, ‘ hamiltonlan: “11;
Print CC informEham[O, iii;
gen (ji = cokernel [opí[ExpaudEhTilde [harníEl] — ham EO, iii];
Print[StringJoin[”order ‘¼ToString [VI, “ generator: “1];
Priut CC uinforniEgen (1]],
<1, ord>]
{Array(haniEO, *1 k, ord + 1, 0], ArrayEgen[#] a, ordí>
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